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Die mathematischen Grundlagen fiir die nach der Gibbs- 
Duhem-Margulesschen Differentialgleichung mSglichen ver- 
schiedenen Typen des Grenzverhalgens der Aktiviti~tskoeffizienten 
und Par~ialdriicke werden besprochen. Diese Typen werden fiir 
den Bereich x 1 -*  0, x 2 -*  1 durch analytische Entwicklungen 
und graphische Darstellungen yon in ]1 und In ]2 sowie 191 
und P2 charakterisiert. 

Wie L. Ebert und Mitarbeiter durch theoretische Bet rachtungen  und 
durch besonders sorgf~tltig ausgefiihrte Messungen gezeigt haben 1, kann  
der Margulessche Ansatz fiir eine L5sung der G..D.-M..Gleichung bei 
manchen  bin~ren Systemen zu so betr~ichtlichen Widersprfichen mit  
der Er fahrung  fiihren, dag man  gegen seine allgemeine Verwendbarkei t  
berechtigte Bedeilken haben muB. Der begreifliche Wunsch  nach ge- 
schlossenen analyt ischen Ausdrficken ffir die Aktiviti i tskoeffizienten 
bzw. ftir die Partialdr/icke, mit  denen weitere mathemat ische  Operat ionen 
bequemer auszuf/ihren sind, als wenn jene numerisch oder graphiseh 
gegeben sind, ha t  indessen neulich Her rn  D. Kamlce zu dem Versuch 
einer , ,Katalogisierung zusammengehSriger  Tota l -Par t ia ldruckkurven"  
gefiihrt 2. Ob sich aber diese Methode in der Praxis  bewiihrt, scheint 
sehr zweifelhaft zu sein, und  der Autor  ha t  es leider unterlassen, ihre 
Brauchbarkei t  wenigstens an einem konkre ten  Fall aufzuzeigen. 

1 Mh. Chem. $0, 731 (1949); 81, 551, 562 (1950); 82, 63, 913 (1952). 
2 Z. physik. Chem. 199, 35 (1952). Diese Arbeit enth~lt iibrigens einige, 

unseres ~,~issens bisher noch nicht berichtigte Fehler. 
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Solange man fiber keine geeigneten Modellvorstellungen verfiigt, 
aus denen man auf eine ffir den gesamten Konzentrationsbereich 0 <-- x <_ 1 
brauchbare Funktions/orm der Aktivit i tskoeffizienten sichere Schlfisse 
ziehen karm, werden wohl alle dahin zielenden Bestrebungen auf keine 
nniversellen und strenge giiltigen Ergebnisse rechnen dfirfen, sondern 
nur zu mehr oder weniger groben N~herungsdarsgellungen jener Funktionen 
ffihren. In  einer kiirzlich erschienenen Arbeit setzen sich daher L. Ebert 
u n d ' F .  Kohler 3 unter anderem zun~chst das viel bescheidenere Ziel, 
aus de r  einzigen yon der Thermodynamik gelieferten Pr~misse, n imlich 
der G.-D.-M.-Gleichung, in einem mSglichst weiten Umfang alles heraus- 
zuholen, was sieh an sicheren Aussagen fiber das Grenzverhalten der 
Aktivit i tskoeffizienten und der Partialdrficke daraus gewinnen l~gt. 
In  diesem Aufsatz sollen die dazu erforderlichen, aber dort unterdriickten, 
fibrigens ziemlich elementaren mathematisehen Entwicklungen unter 
mSglichst engem AnschluB an die dort gew~hlten Bezeichnungen nach- 
getragen und durch entslorechende Diagramme illustriert werden. 

1. Mit x 1 = x und x 2 = 1 -  x stellt die G.-D.-M.-Gleichung 

x" d----~dlrt ]1 : __ (1 - -  x) dlndxJ2 (1) 

lediglieh eine Verknfipfung einer zun/~chst willkfirlichen Funktion /1 (x) 
mit  einer Funktion )~2 (x) dar, aus der erst dureh Elimination yon /~ 
mit~els der Beziehung 

Pl (x) -~ P2 (x) = P (x) (1') 

bei gegebenem P (x) eine gewShntiche Differentialgleichung ffir [i (x) 
hervorgeht. Da bier aber nur das Grenzverhalten betrachtet  werden 
soll, t re ten an Stelle yon (1') blog die beiden folgenden selbstverstind- 
lichen Bedingungen ffir die l~unktionen ]i ( x ) :  

l i m ( x i . / i )  = 0  und l i m f i =  1 ( i =  1,2). (2) 
~ci--> 0 xi--> I 

Zur Pr~zisierung der durch (3), (4), (5) in E.-K. ausgedrfickten 1VISglich- 
keiten sollen unter Vertausehung yon x 2 mit  x i = x und yon /2 mit  ]i 
diesen drei FKllen entslorechend die folgenden Ansitze gemacht werden: 

( .ram m + l  ) 

I c , ~ . x ~  + c , ~ §  '~ + . . .  (cr 

din ]l (x) { --1 
d ~  - -  co + c i ' x "  + . . .  (fl) ' 

m m - -  I I 
c _ m ' x  n + c _ ~ l . x  ~ + . . .  (7) J 

(a)  

wobei re, n =  1 ,2 ,3  . . . .  und %,~: 0, c 0~: 0, c m #  0 sein sollen. Fiir 

3 Zur Kenn~nis des Henryschen Gesetzes. Mh. Chem. 84, 181 (1953), 
zitier~ als E.-K. 
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n ~ 2 stellt also (A) die ersten Glieder je einer Entwicklung nach steigen- 
den Potenzen mit gebrochenen Exponenten dar 4. Es ist klar, dab mi t  (A) 
keineswegs alle den MSglichkeiten (3), (4), (5) yon E.-K.  entsprechenden 
F~lle erseh5pft werden, was ja in expliziter Form fiberhaupt ausge- 
schlossen ist, und wir werden sparer noch sehen, ~de dutch eine Ar~ 
yon Grenzprozessen aus (A) noch andere Ans~itze hervorgehen. Durch 
geeignete Wahl der natiirlichen Zahlen m u n d  n kSnnen somit in (A) 
alle der in E.-K.  aufgeffihrten Typen mit  Ausnahme yon IV zusammen- 
gefaBt werden. Ferner sei ein ffir allemal ausdriicklich betont,  da[~ 
alle Ans~Ltze nur in einer hinlanglich kleinen Umgebung yon x = + 0 
gelten und gar nichts besagen fiber den Gesamtverlau[ der betreffenden 
Funktionen im Interval l  0 ~ x ~ 1. 

2. Wit wollen nun die Bedingungen feststellen, die den Koeffizienten c , ,  
co, c ~ und der nattirliehen Zahl m auferlegt werden mfissen, damit  die 
erste l~andbedingung (2) erffillt ist, und haben dazu (A) zu integrieren: 

Cm 1 -r m 
x ~ + . . .  (a) 

l + - -  
~b 

1 

C O" X § Cl 1 - - T ' x  '~ + . . .  /b) 
l + - -  

n 

In/1 (x) = C1 § O--im �9 X 1 n 

1 . . . . .  

. . .  ( m <  n) (c) 

1 

c_~']nm + n . c _ n + l . x ~  + . . .  ( r e : n )  (d) 

m 
- - - c _  m + 1 

X n - ~ . . .  (?;?,~ ~ ) .  ( e )  
qn ] 

~t 

W~hrend also aus (~) und (fl) nur je ein Full (a) bzw. (b) hervorgeht, 
spa,ltet sich (y) in drei wesentlich verschiedene F~lle auf, je nachdem 

m ~ n, wobei insbesondere (e) offenb~r nur dann vorhanden sein kamL 
wenn n ~ 2. Die obigen ffinf F~lle entsprechen tier Reihe nach den 
Typen I, I I ,  I I I ,  V und VI yon E.-K.  

Um aus der ersten Bedingung (2) die gewfinschten Folgerungen 
bequem ziehen zu kSnnen, bilden wir noch: 

4 Derar~ige A~s~tze werden yon R. Haase und A. Mi~nster, Z. physik. 
Chem. 194, 253 (1950), insbesondere S. 276f., in einer ganz anderen Richt.ung 
Ms hier welter verfolgt. 



~I. 2/1953] C, renzverlauf derAktivitgbskoeffizienten biniirer Gemische. 375 

n �9 %* x l  -{- m 
n _ + n . c ~  l+'L 

e m + 7 " '  + " ' - -  1 - - - - . x  ,, + . . .  (a) 
qn-~n  

1 l + - -  n ct n I 
~ + T g T  ~ + " "  ~ . q  l + - -  (b)  e c~ " ~- 1 v - c  o . x +  n + l  x n + . . .  

/, (x) } ~.~_,~ 1 -  "~-- x 1 ,~ = ec . . . .  .~ n + . . .  n ' c - ~  (c) 
e '~ - '~  = 1 +  - - "  '~ + . . .  

1 

m + l  
gt . C-TR n _ _ _ .  + . . .  (e) 

I m  Fa l l  (e) wurde  yon  einer En twick lung  nach  Po tenzen  yon  x A b s t a n d  
genommen,  d~ sie unendl ich  viele Glieder  mi t  nega t ivem E x p o n e n t e n  
en thMten  wiirde.  Man sieht  nun  so~ort, dab  l im (x . /1 )  = 0 in  den  

~ 0  

F~llen (a),  (b), (c) immer erft i l l t  ist ,  im Fa l le  (d) j edoeh  nut= wenn 
c_~ > - -  15, u n d  im Fa l l e  (e) nur  dann,  wenn c ~  > 0. Mit  der  e rs ten  
Bedingung  (2) s ind  Mso unvertri~glich uncl daher auszuschlie[3en : (d),  wenn 
c_~ ~ - -  1 und  (e), wenn c_n~ < O. 

Die In t eg r~ t i onskons t an t e  C i hgngt  in einer sehr  e infachen Weise  
mi t  der  Henryschen K o n s t a n t e n  zus~mmen,  die m a n  mi t te l s  des An- 
st ieges P '  (0) des To ta ld ruekes  P (x) in der  fo lgenden F o r m  dars te l len  
k&nn 6: 

clp~ [ p ,  
dx Ix= o= P~ - /  (0). (3) 

Aus  den  vorangehenden  En twick lungen  s ieht  m~n aber  solort ,  d~B nur  
in den Fg l l en  (a), (b), (c) 

dPl I = PI" ec~ 
dx ].= o 

gilt ,  wghrend  in (d) und  (e): 

dPl 'x { 0 ,  
d x  = 0 ~  o o '  

]e n~chdem c_~ > 0 bzw. c_,~<> 0. W g h r e n d  also in  diesen Fgl ten  C 1 
n ieh t  b e s t i m m t  werden  kann,  folgt  ~us (3) in (a), (b), (c): 

C~ ----- In p~ + P '  (0) (3') 

Der Koeffizient c_ n ist in E.-K, mit  A bezeichnet. 
6 A.  Huber, Ariz. 0s~err, Akad.  Wiss., M~th.:ns, t. K1. I I ~  88, 23 (1951). 
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~lso nu t  dann  reelt, wenn P2 q~ P '  (0) > 0, oder wenn die Tangen~e der  
Tota tdruekkurve  in x ----- 0 die x-Aehse n i c h t  z w i s c h e n  x -= 0 u n d  x = 1 

schneider, in {}bereinstimmung mit  einem school frfiher erhMtenen 
ErgebnisL 

3. Nun  wollen wir n~ehsehen, welehe weitere Beschr~tnkungen sieh 
eventuell  noeh aus der zweiten Bedingung (2) ergeben, und bilden dazu 
~us  (1):  

x d In ]~ . d x  ,.~ i d In ]z 
In/2  (X) = - -  i 1 - - ~ "  dX - - )  X " T ' & C ,  (4) 

wofiir unser Ansatz (A) die folgenden sieben verschiedenen F~lle lie~ert: 

~b - (3 m 2 § m 
�9 X n ~ , . .  

2 n  §  
1 

% . X 2 ~ �9 cx  2 § - -  
2 -  -[- 2 n + l  "x n ~_ . . .  

n ,  c m 2 - -  - -  

�9 X n ~ . . . .  
2 Tb - -  / ' iS 

(m < n) 

1 

" + . . .  (m = n)  
~ ' v  n + ] 1 . In ]'~ (x) --- C 2 - -  c_ ~..z q- n + 1 x 

n "  r  2 - -  - -  
�9 x ' ~ + . . .  ( n < m < 2 n )  

2 n  - - m  

1 

c _ ~ - l n x q - n . c _ 2 , ~ + l ' x  n +  . . .  ( m = 2 n )  
?n 

- - -  ~'v" 0 m + 2 
x n q- . . .  ( m > 2 n ) ,  

m - - 2 n  

wobei ~adecter (c') und (e') nu t  fiir n > 1 vorhanden  sind. 
D~mit  nun  lira [2 ( x ) =  l, mull in (A) bis (e') die Integrat ions-  

X - - > 0  

konstante  C 2 = 0 sein, w/ihrend die F/*lle (f') und  (g,) offenb~r ~uszu- 
schlieBen sind. I m  Fall  (y) unseres Ansatzes (A) muft also noch:  

m < 2 n  

~lso n > 1, 8ein. 

Zu sehr interessanten Ergebnissen fiihrt die n/~here Betra.chtung 

yon  lira ~ x 2 ;  man ha t  n/~mlich zun/~chst wegen p~ (x) = P2.  (1 - -  x)./~ (x) 
a: ---> 0 

u n d  (4):  

woraus fiir die zuliissigen FS~lle des Ansatzes (A) folgt:  

7 A .  H u b e r ,  Sitz.-Ber. Osterr. Akad. ~riss., Math.-nat. Nil. I I a  160, 181 
(i951), insbesondere S. 184f. und 195f. 

(~') 

(b') 

(r  

(or) 

(e') 

(g ' )  
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[ 1 . . .  (a), (b), (o) 

lira dp~ = __ P2" I (1 + c_~). (d) 
x ~ O  dx "" 

[ o o . . .  (6) 

I n  den  Fi~llen (a), (b), (e) g i l t  also auch dus Raoul t sehe  Gesetz unabh~ngig  
yon  den  besonderen  W e r t e n  yon  m u n d  n und  den  Koeff iz ienten  c , ,  

co, c_m. D~ im Fa l l  (d) der  Koeff iz ient  c_n auf  die  o[[enen I n t e rva l l e  
c_ ~ > 0 und 0 > c_ ~ > - -  1 beschrgnk t  sein mug,  'gehen die Tangen ten  
der  p~-Kurven in x -= 0 nicht durch  den  P u n k t  x ~ 1 der  x-Aehse,  k5nnen  
sich ibm jedoeh bel iebig n~hern. Das  Raoul t sche  Gesetz gi l t  also hier  
zwar  n i eh t  exak t ,  sondern  k a n n  b log  mi t  bel iebiger  Ni~herung erffillt  
sein, wenn c_~ ~ : c  0. Ff i r  c_ n --~ oo geht  (d) in den F a l l  (e) fiber, in 
dem ebenfal ls  das  H e n r y s e h e  Gesetz n ieh t  bes teht ,  en t sp reehend  
A ---- + eo in E . - K .  (S. 183). 

4. Bevor  wir versuehen,  den Ansa tz  (A) zu vervol ls t~ndigen,  seien 
noch einige al lgemeine Bemerkungen  vorausgesehiekt .  Das  Verha l t en  
der  F u n k t i o n  

/ ( z )  = 3 1 .  x"  + N .  x ~ + . . . .  

wobei  die #, v . . . .  reell  und  ,u < v < . . .  sein sollen s, wird  offenbar  in 
einer  u m  so grSBeren Umgebung  yon  x = + 0 dureh  M .  x ~ al lein be- 
s t immt ,  je k le iner  ffir x ~.o 0 das  Verh~l tnis  der  e rs ten  be iden  Glieder  

N" x ~ N 
- -  = - -  �9 X U - - t t  

M -  x ~ M 
25 

ist ,  also je k le iner  ~ -  und  je grSBer v - - #  ist.  

Zwei  solehe F u n k t i o n e n  ] (x) mi t /~  = #1 und  # ----/x 2 und  M 1 �9 M s > 0 
ver lml ten  sich ferner  bei  x = + 0 im wesent l ichen gle ichar t ig ,  wenn 
auch #1 "#2 > 0; aber  die Ordnungen  ihres Verschwindens  (#1,#2 > 0) 
bzw. ihres Unendl iehwerdens  (#1, #2 < 0) haben  einen angebbaren Unter- 

~Yb . 

schied. Erse t z t  m a n - -  m (A) durch  # und  l~gt  man  yon - - 2  < # an- 
~ b  

gefangen # alle reel]en Zahlen  durchlaufen,  so erh~lt  m a n  mi t  den  Be- 
dln Jl 

d ingungen  (2) ver t r~gl iehe Ansi i tze  fiir dx , wenn  noch  M > 0 fiir 

- - 2  < # < 1  u n d  M > - - I  fiir ~ = - - I  gew~hlt  wird.  Der  d a m i t  
erziel te  Gewinn aber  i s t  fi ir  die P rax i s  nu r  seheinbar ,  da  m a n  ja  jede 

reelle Zahl  # bel iebig genau durch  eine ra t iona le  Z a h l - ~  approx imie ren  

kann,  wenn m a n  nur  n groB genug n immt .  So werden  sieh e twa dig 

F/il le # = oder  # ~ p rak t i s ch  schon yon  n - -  2 ffir x ~--0 

k a u m  unterscheiden.  

s Von dieser Folwn sind - -  mi t  Ausnahme des Typ IV - -  die in E . - K .  
ange~ihrten Beispiele, da ja dor t  n > -  2 und reell sein soll. 
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W i t  gelangeta jedoeh wirkl ieh zu a l lgemeineren Ans~tzen als (A), 
wenn  wir von der  am Anfang  dieses Absehn i t t e s  gemaeh ten  Bemerkung  
Gebraueh  maehen.  Setzen wir  n/imlieh,  um im Bereieh der  e l ementa ren  
F u n k t i o n e n  b le iben  zu k6nnen,  voraus ,  es seien innerha lb  einer  j eden  
der  drei  En t~4ek lungen  (A) alle Koeff iz ienten  jeweils un t e r e ina nde r  
gleieh, d a n n  k6nnen  wi t  sehreiben:  

( 1 2 ) M . x  ~ 
d ln ] l  __ M ' x ' .  I @ x 7g~ @ x ~ @ 

clx ,, " ' "  1 ,  
1 - - x  n 

:> 
wobei  also den Fa l len  (cQ, (~), (7) die A n n a h m e n  /~, ~ 0 enfspreehen.  
Je  gr6Ber bier  n isf, des to  kle iner  wird  die Umgebung  y o n  x = ~ - 0 ,  
in der  die F u n k t i o n  dureh  M - x "  al lein mi t  einer  vorgesehr iebenen 
Genauigke~t ~pproximier~ werden  k~nn. U m  zu verhi~dern ,  da~ mit. 

M 
n - - - o o  bei fesgem x > 0 der  Brueh  s selber fiber Mle Grenzen 

l _ x  n 
C 

w/*ehst, set zen ~4r noeh M -  und e rha l ten  d a m i t :  

M 1 e 
lira - -  c. l im - -  

] 1 [ n x  ' 

1 - - x  ~ x n - -  l 

1 

also 

dln ]1 xt~ 
d x  - -  C" ~Tx  ~ " ' ' '  (5) 

indem m a n  noch wei tere  Glieder  hSherer  Ordnung in x hinzufiigt .  F i i r  

d l n f l  bei x = - - 0  yon  einer um !t ~ 0 ve rsehwinde t  also nun clx 

, ,oo-wenig" h6heren Ordnung  ~ls tt, fiir ~u < 0 da~gegen wird sie nur  hi 
e iner  um , c~ -wen ig"  n iedr igeren  Ordnung  ~ls u unendlieh.  

D~s Gegenstf iek zu diesem Fa~ll e rg ib t  sieh, wena  wir  in j edem der  
dre i  Anss  (A) den Koeff iz ienten  des zwei tea  Gliedes entgegengesetz t  
gleieh dem des ers ten  annehmen  mid  M = -  c.  n setzen, ~lso: 

1 

d l n ] l  __ M-x~"  1 - - x  ~ @ . . . .  c ' x ~ .  x n  __1 
dx. - ~ -  ~ . . . .  

Tb 

so d~B wir f i i r n - - ,  o f  e rh~l ten:  

d In/~ 
d x  - -  c . x l ~ . l n  x ~- . . . .  (6) 

Hins ich t l i ch  der  Ordnung  des Versehwindens bzw. des Unendl ichwerdens  
Hegen offenbar  bier  die Verh~ltnisse gerade  umgekehr t  wie vorheL 
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Eine  eingehendere Un te r suchung  dieser beiden neuen  Anss zeigt, 
dal~ sich n u r  aus (5) ffir # = - -  1 ein - -  allerdings auch nu r  theoretisch 
interessantes  Ergebnis  gewinnen l~l]t, also i n  dem Typ IV yon E . - K .  

M~n f indet  n~mlieh leicht:  

In]~ (x) = C1 § c" In ( - - I ~  x) + . . .  

Pl (x) = PI"  ec~" x .  ( - - I n  x) ~ + . . . .  

Mso lira p~ (x) = 0, womit  die erste Bedingung (2) erfiillt ist. Dagegen 
:V ~-> 0 

dp~ [ 0  je nachdem c < O ,  Mso das H e n r y s c h e  Gesetz wird  lira ~ = / oo' 
g~ ---> 0 

besteht  hier nicht.  

Ferner  wird ffw x ~ 0: 

x 

l n / 2 ( x ) ~  -- c .  ~ - - C . l ~ x  �9 1 + ~ - - ~  (ln~x)-~- @ 
0 

3, ] 
@ (In x) - - - - - ~  @ . . . .  

also l im/2  (x) = 1 und  daher 
~---> 0 

lira dp2 - -  Pz "lim /2(x)" 1 + 
x --~ O d x x _~, O ~ 

so dab hier das Raoul t sche  Gesetz exak t  erffillt ist. 

Weml  aber die Ordnungen  der ersten beiden Glieder nur  , ,unendlich 

wenig" vone inander  verschieden sind, k6nnen  beide zusammen ers~ fiir 
das Grenzverha l ten  entscheidend sein, wie das folgende Beispiel zcigt. 
Wi r  setzen ,a ~ - -  1 ; M ---- c 1 und  nehmen  an, dab die auf das erste 
Glied folgenden Glieder gleiche Koeffizien~en haben  sollen, ~Iso: 

( 1 d In ]l X-1 1 -~ X + -l- . . . .  d x  ~ c_1" @ N . x "  ~ x n  / 

= c 1 x -1 @ N "  x ~ 1 
I ' 

1 - - x  n 

woraus mit  N = -  c - n  I~r n--~  oo wie oben folgt: 

d in ]1 X~ 
d x  = c - 1 "  x - 1  §  § "" 

Ffir r = - -  1 haben  also die ersten beiden Glieder n u t  einen , ,unendlich 
kleinen:: Ordnungsunterschied,  u n d  m a n  finder leieht:  

]1 (X) : e CI" 93 c- I  + 1 ( _ _  In x) c H- . . . .  

Hier wird n u n  l im (x ' /1 )  = 0 ftir c_ 1 > - - 1 ,  aber ~uch noch fiir 

Moaatshefte ffir Chemie. :Bd. 84[2. 25 
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c_ 1 = - -  1 und c < 0, so dab die pl-Kurve die Ordinatenachse bei x = 0 
yon ,,unendlich hoher" Ordnung berfihrt. Ferner wird bei x ~ 0: 

x 
l n / 2 ~ - - c _ l " x - - c "  l~-5- ~ + . . . ,  

also lim f~ = 1 und somit f~lr C_ 1 : -  1: 
x-->O 

{ [ lira dp2 _ P2.1im. /2(x) .  1 -~ c_ 1-t- ~ ~ O, 
x-+O d x  x - ~ o  

entspreehend der Annahme A = -  1 in E.-K.  (S. 183 und 186), wo 
weder das Henrysehe noeh das Raoultsehe Gesetz gilt. 

5. Die nebenstehenden Abbildungen sollen an typisehen Beispielen 
die der~ erSrterten Fgllen entspreehenden Verhi~ltnisse erl~utern und 
insbesondere die dabei auftretenden verschiedenen Ordnungen der 
zwischen den Kurven und ihren Tangen~en bei x = 0 stattfindenden 
Beriihrungen veransehaulichen. Sie sind zur Erleiehterung der Ubersieht 
so angeordnet, dal~ die zum selben Fall gehSrigen In/1-, in/2- und pi/Pi:  
Kurven nebeneinander stehen. Die einzelnen F~lle folgen in vertikMer 
giehtung aufeinander und sind sowohl durch die auf den Text beziigliehen 
Buehstaben als auch dureh die der Typenbenennung in E.-K.  en~- 
sPreohenden rSmisehen Ziffern bezeiehnet mit Ausnahme des Tylos IV, 
der ja in dem verwendeten Klassifikationssehema nur einen GrenzfM1 
darstellt. Darnach h~ttte er eigentlich zwischen c und d eingereiht 
werden sollen, wurde abet mit Riieksicht auf den Text ans Ende gestellt. 

In  allen F~llen wurde n = 2 gesetzt und in a, b, e die Integrations- 
konstante C 1 = -  4 gew~hlt, also exergones VerhMten, wghrend in den 
iibrigen die jeweiligen C1-Werte bei den ln/1-Kurven vermerkt sind. 
Die Koeffizienten c~ wurden nur bei den In/1-Kurven &ngegeben, geh6ren 
aber natfirlieh aueh zu den jeweils daneben stehenden Kurven. Ffir 
ihre Wahl waren vor Mlem die mir von den Herren L. Ebert und F. Kohler 
mitgeteilten GrSl~enordnungen mM~gebend, die sie aus dem vorhandenen 
experimentellen Material ermittelt haben, woffir ieh ihnen bestens danke. 
Im Vergleich mit dem Beobachtungsmaterial stellen die Kurven aller- 
dings schon hart  an der Grenze des noeh MSglichen liegende F~lle dar, 
was aber dureh graphisehe 1%ficksichten entschuldigt sein mag. 

Die In/1-Kurver~ der ersten SpMte zeigen zuni~ehst, wie sieh die 
abnehmende Ordnung des ersten Gliedes im Ansatz (A) in der Art ihrer 
Beriihrung mit einer ParMlelen zur x-Aehse bzw. mit der 0rdinatenaehse 
widerspiegelt. In  den F~llen a, b, c berfihren die in der zweiten SpMte 
dargestellten ln/~-Kurven die x-Aefise in x-----0 mit abnehmender 
Ordnung, im Fall d jedoch sind ihre Tangenten in der gleiehen, nur 
etwas schwi~cheren Strichart angedeutet. Im  Full e beriihrt die In/2- 
Kurve die Ordinatenachse in erster Ordnung, beim Typ IV jedoeh die 

25* 
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x-Aehse in ,,unendlieh niedriger" Ordnung, was in der Abbildung daher 
kaum zum Ausdruek gebraeht werden konnte. 

Die grSBte Mannigfal~igkei~ weisen die 79i/Pi-Kurven der drit.ten 
Spalte auf. Wieder wirkt sieh in den F~llen a, b, c die abnehmende 
Ordnung des ersten Ansatzgliedes in einer immer langsamer werdenden 
Ann~herung der Kurven an die Henrysehe (H GI) bzw. an die Raoultsehe 
(R Ge) Gerade aus. Da in den letzgen drei F~llen die Henrysohe Gerade 
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Abb. 2. Wer~e yon n i l ,  tnf2, sowie ~sllP I uncl p j P ~  fiir cue Mischungstypen ~r und IV. 

in eine der Koordinatenachsen ausartet, wurde an ihrer Stelle die zu 
x - - 1  gehSrige Raoultsche Gerade (RG1) fiir dus ideule Gemisch ein- 
gezeichnet und im Fal led  sind neben der zu x = 0 geh6rigen Raoultschen 
Geraden (RG2) auch die Tgngenten der pjP2-Kurven  angedeute& 

1 

Da bei x = 0 alle Ableitungen yon x. e l '~7 verschwinden, so bertihrt 
die pl/Pl-Knrve im Falle e die x-Achse in unendlich hoher Ordnung 
(beim Vergleich mit d beachte man, dM3 dort die Ordinateneinheit nur 
ein Fiinftel jener yon e ist!), w~hrend die p2/P2-Kurve die Ordinaten- 
achse nur in erster Ordnung beriihr& Das Gegenstiick zu e bfldet dgs 
am Schlu8 des 4. Abschnittes erw~hn~e Beispiel. Schlieftlich zeigt das 
le~z~e Diagr~mm deutlich, d~g beim Typ IV die Raoultsche Gerade 
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Tangente der p2/P2-Kurve ist, w~hrend die pl/P1-Kurve die Ordinaten- 
achse nur in ,,unendlich niedriger" Ordnung berfihrt, was daher wie 
bei in [~ graphisch kaum zu erkennen ist. 

Es ist klar, daft den vorangehenden Betrachtungen nur eine rein 
theoretische Bedentung zukommt und dab man wohl nur selten fiber 
die ZugehSrigkei~ eines konkreten Falles zu dem einen oder allderen 
Typ eine sichere Entscheidung wird treffen kSnnen, da ja gerade in 
dem Intervall 0--< x _~ 0,02 die unvermeidlichen Mel~fehler alle jene 
Feinheiten stark verwisehen werden, ans denen man einwandfreie Schlfisse 
auf die Berfihrungsordnung ziehen kSnnte. Daher erfibrigt sieh vorlgufig 
auch eine ErSrterung der analytisehen Methoden, die zur Ermi~tlung 
jener Beriihrungsordnungen aus Beobachtungen dienen kSnnen. 


